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ΘΕΜΑ 1ο 

Θεωρούμε τη συνάρτηση   f x x , x 0 .  

Α) Να αποδείξετε ότι για οποιουσδήποτε  x, y 0,   αληθεύει η σχέση: 

     f x y f x f y   . Πότε ισχύει η ισότητα; 

Β) Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της γραφικής παράστασης της 

συνάρτησης f στο σημείο της  36,6 . 

Γ) Να αποδείξετε ότι για κάθε xℝ ισχύει:  2020 10103
f x x 3

6
   

Δ) Θεωρούμε επίσης τη συνάρτηση    xg x e x  , xℝ. 

i) Nα ορίσετε τη σύνθεση g f   και στη συνέχεια να λύσετε την εξίσωση: 

  xx 2e 1    

ii) Να βρείτε το πλήθος των λύσεων της εξίσωσης  x    για τις διάφορες τιμές 

της παραμέτρου ℝ. 

ΘΕΜΑ 2ο 

Δίνεται η συνάρτηση  f x x x     , x 0 . 

Α) Να βρείτε τα κοινά σημεία της γραφικής παράστασης της συνάρτησης f με τους 

άξονες  x΄x  και  y΄y  και στη συνέχεια να εξετάσετε αν η f είναι συνάρτηση  1-1. 

Β) Να εξετάσετε αν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη. 

Γ) Να προσδιορίσετε: 

i) To σύνολο τιμών της συνάρτησης f. 



ii) To πλήθος των λύσεων της εξίσωσης  f x    για τις διάφορες τιμές της 

παραμέτρου α ℝ. 

Δ) Να μελετήσετε τη συνάρτηση f ως προς την κυρτότητα και στη συνέχεια να 

σχεδιάσετε τη γραφική της παράσταση. 

Ε) Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τον άξονα  x΄x , τη 

γραφική παράσταση της συνάρτησης f και την ευθεία που διχοτομεί τις γωνίες xOy


 

και x 'Oy '


. 

ΘΕΜΑ 3ο 

Στο παρακάτω σχήμα φαίνεται η γραφική παράσταση μίας συνάρτησης 

 f : 3,  ℝ η οποία αποτελείται από ένα μέρος μίας παραβολής και ένα 

ευθύγραμμο τμήμα. 

Α) Να βρείτε τον τύπο της συνάρτησης f . 

B) Nα βρείτε, όπου ορίζεται, την παράγωγο της συνάρτησης f και στη συνέχεια τα 

κρίσιμα σημεία της f στο διάστημα  3,  . 

Γ) Να εξετάσετε εάν η συνάρτηση f ικανοποιεί τις προϋποθέσεις του θεωρήματος 

Rolle στο κλειστό διάστημα  1,3 . 

Δ) Να αποδείξετε ότι η εφαπτομένη ε της γραφικής παράστασης της συνάρτησης f 

στο σημείο της  0,0 έχει και άλλο κοινό σημείο με αυτή το οποίο και να βρείτε. 

Ε) Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου Ω που περικλείεται από την ευθεία ε και 

τη γραφική παράσταση της συνάρτησης f . 

 



 

ΘΕΜΑ 4ο 

Δίνεται η συνάρτηση  

x 1
 , x 0

xg x

2 x 1 , x 0




 
  

  και έστω η παραγωγίσιμη συνάρτηση 

f :ℝ→ℝ  για την οποία ισχύουν: 

 

●  f x 0  για κάθε xℝ 

●  
x

x

1
f 0 lim 1

x

 
  

 
 

● 
 

 
x

f ' x
e 0

f x
   για κάθε xℝ 

 
Α1) Να βρείτε το σύνολο τιμών της συνάρτησης g. 

 

Α2) Να βρείτε κατάλληλους , ℝ  με     τέτοιους ώστε για τη συνάρτηση g να 

εφαρμόζεται το θεώρημα Bolzano στο κλειστό διάστημα  ,  . 

 

Β1) Να αποδείξετε ότι:  
xef x e , xℝ. 

 

B2) Να μελετήσετε τη συνάρτηση f ως προς τη μονοτονία και την κυρτότητα και να 

βρείτε το σύνολο τιμών της.  

 

Β3) Να αποδείξετε ότι η γραφική παράσταση της συνάρτησης f βρίσκεται πάνω από 

τη γραφική παράσταση της συνάρτησης g για κάθε xℝ. 

 

Β4) Να αποδείξετε ότι υπάρχει ακριβώς μία εφαπτόμενη ευθεία της γραφικής 

παράστασης της συνάρτησης f η οποία διέρχεται από το σημείο  0,0 . 

 

Β5) Να αποδείξετε ότι: e ee e 2e   

 

ΘΕΜΑ 5ο 

 

Δίνεται η συνάρτηση  
1

f x x ln x
x

 
  
 

, x 0 . 

 

Α) Να αποδείξετε ότι ισχύει: f h f  όπου  
1

h x
x

  , xℝ ⃰ . 

Β1) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f είναι γνησίως φθίνουσα στο διάστημα  0,1  

και γνησίως αύξουσα στο διάστημα  1,   και στη συνέχεια να βρείτε το σύνολο 

τιμών της. 

 



Β2) Να βρείτε έναν φυσικό αριθμό ν για τον οποίο η εξίσωση  f x    έχει μία 

τουλάχιστον ρίζα στο ανοικτό διάστημα  1,   . 

 

Γ1) Να αποδείξετε ότι η μοναδική ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης της 

συνάρτησης f είναι η κατακόρυφη ευθεία με εξίσωση x 0 . 

 

Γ2) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f είναι κυρτή στο ανοικτό διάστημα  0,  . 

 

Δ) Να λύσετε την εξίσωση:  
2021x 2020x

2e e
f f ' 1 x

2

 
  

 
 

 

Ε) Θεωρούμε παραγωγίσιμη συνάρτηση g :ℝ→ℝ  με συνεχή παράγωγο g'  για τις 

οποίες ισχύουν: 

 

●    g 0 g' 0 1   

●    g x g' x 0  για κάθε xℝ 

 

Να αποδείξετε ότι για κάθε xℝ ισχύει:       2 2f ' g x 1 f ' g x 1     

 

                                        

                                             ΛΥΣΕΙΣ ΤΩΝ ΘΕΜΑΤΩΝ  

 

ΘΕΜΑ 1ο 

Έστω η συνάρτηση  f x x , x 0 . 

Α) Θα αποδείξουμε ότι για κάθε  x, y 0,   ισχύει      f x y f x f y   . 

Με  x, y 0,   έχουμε:      f x y f x f y   x y x y   

   
 αρνητικά 2 2

x y x y


    x y x 2 x y y     2 xy 0   που ισχύει 

Επειδή εργαστήκαμε με ισοδυναμίες, η ισότητα στην αρχική σχέση θα ισχύει αν και 

μόνο αν 2 xy 0  δηλαδή αν και μόνο αν x 0  ή y 0 . 

Άλλος τρόπος: Προφανώς αν y 0  η προς απόδειξη σχέση ισχύει ως ισότητα. Έστω 

τώρα y σταθερός θετικός αριθμός και θεωρούμε τη συνάρτηση 

 h x x y x y    , x 0 . 



Η συνάρτηση h είναι παραγωγίσιμη στο  0,   ως πράξεις παραγωγίσιμων 

συναρτήσεων και ισχύει  
x x y1 1

h ' x 0
2 x y 2 x 2 x x y

 
   

 
 διότι για κάθε 

x 0  έχουμε: x x y 0   και y 0 x y x x y x        . Eπειδή 

επιπλέον η h είναι συνεχής στο  0,  ως άθροισμα συνεχών συναρτήσεων, 

προκύπτει ότι η h είναι γνησίως φθίνουσα στο  0, . Επομένως, έχουμε: 

   
h

x 0 h x h 0   x y x y 0 x y x y          με την ισότητα 

να ισχύει μόνο όταν x 0 . 

Β) Προφανώς ισχύει  f 36 36 6   και η f είναι παραγωγίσιμη στο  0,  με 

παράγωγο  
1

f ' x
2 x

 . Άρα  
1 1

f ' 36
122 36

  . Η εξίσωση της εφαπτομένης της 

γραφικής παράστασης της συνάρτησης f στο σημείο της  36,6  είναι: 

      
1 1

y f 36 f ' 36 x 36 y 6 x 36 y x 3
12 12

           

Γ) Η συνάρτηση f ' είναι παραγωγίσιμη στο  0,   και ισχύει 

 

1

1 12 xf '' x 0
2 x 4x x



      και επειδή η f είναι συνεχής στο  0,  η f θα 

είναι κοίλη στο  0, . Επομένως η εφαπτομένη της γραφικής της παράστασης σε 

κάθε σημείο της με τετμημένη στο  0,   θα βρίσκεται πάνω από αυτή σε όλο το 

 0,  με εξαίρεση το σημείο επαφής τους. Άρα με βάση το Β) ερώτημα θα έχουμε: 

 
1

f x x 3
12

   για κάθε x 0  και η ισότητα ισχύει μόνο όταν x 36 . Όμως για 

κάθε xℝ είναι 2020x 0  και άρα έχουμε:  2020 20201
f x x 3

12
   και η ισότητα 

ισχύει μόνο όταν 2020x 36 . Επομένως για κάθε xℝ θα είναι: 

 2020 20201
f x x 3

12
  2020 20201

x x 3
12

   2020 20201
x x 3

12
  

1010 1010
20201 x 3x

x 3 3 3
12 62 3

      . Όμως στην τελευταία ανισοϊσότητα, 

σύμφωνα με το Α) ερώτημα, η ισότητα ισχύει μόνο όταν 2020x 0 . Επομένως 

προκύπτει ότι για κάθε xℝ ισχύει:   
1010

2020 3x
f x 3

6
   



Άλλος τρόπος: Με xℝ έχουμε:  
1010

2020 3x
f x 3

6
 

2020 10106 x 3x 6 3  
505 10106 x 3x 6 3  

505
x 0

23 6 6 3 0


      

που ισχύει για κάθε 0 , διότι το τριώνυμο 23 6 6 3    έχει διακρίνουσα 

36 0     και άρα είναι ομόσημο του 3 για κάθε 0 . 

Δ) Έστω η συνάρτηση   xg x e x  , xℝ. 

i) Για το πεδίο ορισμού της συνάρτησης g f έχουμε

      g f f gD x D f x D x 0 x 0,         ενώ για τον τύπο της 

      xg f x g f x e x    επομένως θα είναι:   xx e x   , x 0  

Λύση της εξίσωσης: Η εξίσωση    xx 2e 1    ορίζεται αν και μόνο αν x 0 . 

Έχουμε:   x x x xx 2e 1 e x 2e 1 e x 1 0            (1) 

Παρατηρούμε ότι για x 0  η εξίσωση (1) επαληθεύεται. Έστω x 0 , θα είναι: 

x 0
x xx 0 e x 1 x 1 e x 1 0



           διότι xe x 1  για κάθε xℝ 

με την ισότητα να ισχύει μόνο για x 0  και επίσης  x x   για κάθε x 0  αφού 

ισχύει x x x x      όταν x 0 . Τελικά η εξίσωση (1) έχει μοναδική λύση 

τον αριθμό x 0 . 

Άλλος τρόπος: Θεωρούμε τη συνάρτηση   xx e x 1    , x 0 . Η σ είναι 

παραγωγίσιμη στο  0,   ως πράξεις παραγωγίσιμων συναρτήσεων με παράγωγο 

 
x xe x e x

' x 0
2 x 2 x 2 x

 
      διότι για κάθε x 0  ισχύει x 0  και

xe 1  και x 1  . Επίσης η σ είναι συνεχής στο  0,  ως πράξεις συνεχών 

συναρτήσεων και άρα η συνάρτηση σ είναι γνησίως αύξουσα στο  0, . Επομένως 

θα ισχύει:    x 0 x 0 0


     με την ισότητα μόνο για x 0 . 

ii) Η συνάρτηση φ με   xx e x   , x 0  είναι παραγωγίσιμη στο  0,   ως 

άθροισμα και σύνθεση παραγωγίσιμων συναρτήσεων με παράγωγο 

 
xe x

' x 0
2 x


    διότι για κάθε x 0  έχουμε x 0  και 

xe 1  και 



x 1   . Επίσης η φ είναι συνεχής στο  0,  ως άθροισμα και σύνθεση 

συνεχών συναρτήσεων και άρα η συνάρτηση φ είναι γνησίως αύξουσα στο  0, . 

Βρίσκουμε το σύνολο τιμών της:       
 συνεχής

 γνησίως αύξουσα x
0, 0 , lim x



 

     


 

Εύκολα προκύπτει ότι  0 1   και για το όριο έχουμε ότι για κάθε x 0  ισχύει: 

 x x1 x e 1 e x x          και επειδή  

   
   

x

1x u
x u

x ulim x
lim e 1 lim e 1



  

 
       θα είναι και  

x
lim x


   . Άρα 

έχουμε     0, 1,       οπότε η εξίσωση  x    θα έχει: 

● καμία λύση αν 1  , αφού τότε δεν υπάρχει x 0  ώστε  x    και  

● ακριβώς μία λύση αν 1  , αφού τότε υπάρχει μοναδικό (λόγω μονοτονίας) x 0  

ώστε  x    

ΘΕΜΑ 2ο 

Έστω η συνάρτηση  f x x x    , x 0 . 

Α) Παρατηρούμε ότι  f 0 0  και άρα το κοινό σημείο της γραφικής παράστασης 

της f με τον άξονα y΄y είναι η αρχή των αξόνων  0,0 . Λύνουμε την εξίσωση 

 f x 0  ώστε να βρούμε τα κοινά σημεία της γραφικής παράστασης της f με τον 

άξονα x΄x. Με x 0  έχουμε:  f x 0  
2

x x 0 x x 0        

 x x 1 0     x 0   ή x 1  x 0   ή x 1  x 0  ή x 1 

Άρα τα κοινά σημεία είναι τα  0,0  και  1,0  .  

Για το 1-1: Aπό τα προηγούμενα προέκυψε ότι ενώ 1 0   ισχύει    f 0 0 f 1    

και άρα η συνάρτηση f δεν είναι 1-1. 

Άλλος τρόπος: Έστω  1 2x ,x ,0  . Θα έχουμε: 

       
2 2

1 2 1 1 2 2 1 2 1 2f x f x x x x x x x x x               

       1 2 1 2 1 2 1 2 1 2x x x x x x x x x x 1                  

 και εύκολα παρατηρούμε ότι αν π.χ. 1 2

1 9
x x

16 16
      τότε 1 2x x 1     και 

άρα    1 2f x f x  οπότε η f δεν είναι συνάρτηση 1-1. 



Β) Η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο  ,0  ως σύνθεση και άθροισμα  

παραγωγίσιμων συναρτήσεων με παράγωγο: 

    1 1 1 2 x
f ' x x x ' 1 1

2 x 2 x 2 x

  
         

  
 

Εξετάζουμε αν είναι παραγωγίσιμη στο 0x 0  με τον ορισμό: 

   

 

2 2

2x 0 x 0 x 0 x 0

f x f 0 x x x x x x
lim lim lim lim

x 0 x x x
     

          
    
     

 
 

 

x 0

2 1x t 0

2 2
lim x 0 t 0 t 0 t 0

t 1 tt t 1
lim lim lim 1 t

t t t  



   

    

   
           

  
 οπότε η f δεν είναι 

παραγωγίσιμη στο 0x 0 . 

Γ) Παρακάτω βρίσκουμε το σύνολο τιμών της f και το πλήθος των λύσεων της 

δοθείσας παραμετρικής εξίσωσης: 

i) Mε x 0  έχουμε:  f ' x 0 1 2 x 0 2 x 1 4x 1         
1

x
4

    

και επίσης  
2 x 0 1

f ' x 0 1 2 x 0 2 x 1 4x 1 x 0
4

 

             . 

Τέλος, είναι προφανές ότι:  
1

f ' x 0 x
4

    . Επειδή επιπλέον η f είναι συνεχής 

στο  ,0  ως πράξεις συνεχών συναρτήσεων, θα είναι γνησίως αύξουσα στο 

1
,0

4

 
 
 

 και γνησίως φθίνουσα στο 
1

,
4

 
   
 

. Eπειδή η f είναι συνεχής και γνησίως 

φθίνουσα στο 
1

,
4

 
   
 

 θα ισχύει  
x

1 1
f , f , lim f x

4 4 

      
        
      

. Έχουμε 

1 1 1 1 2 1
f

4 4 4 4 4 4

 
       
 

 και 

   
 

   
  

x

1x u

x x lim x u u
lim f x lim x x lim u u lim u u 1



  

     

          
 

 

Άρα 
1 1

f , ,
4 4

    
        
    

. Επίσης η f είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα στο 

1
,0

4

 
 
 

 οπότε θα είναι    
1

x
4

1
f ,0 lim f x ,f 0

4 



 
          

 

. Έχουμε:



 
1

x
4

1 1
lim f x f

4 4



 
    

 
 και  f 0 0 . Άρα 

1
f ,0

4

  
 
  

1
,0

4

 
  
 

. Επομένως το 

σύνολο τιμών της θα είναι:   
1 1 1

f ,0 , ,0 ,
4 4 4

     
            

        

Άλλος τρόπος: Aρκεί να βρούμε όλους τους yℝ για τους οποίους η εξίσωση 

 f x y  έχει μία τουλάχιστον λύση. Με x 0  έχουμε: 

 
x 02

2f x y x x y x x y 0 y 0
 

                 (1) 

Η εξίσωση (1) έχει διακρίνουσα 1 4y   και έχει μία τουλάχιστον λύση αν και 

μόνο αν ισχύει: 
1

0 1 4y 0 y
4

         . Επειδή επιπλέον το άθροισμα των 

ριζών, από τους τύπους του Vieta, είναι ίσο με S 1 0   η (1) έχει μία τουλάχιστον 

μη αρνητική ρίζα που είναι και το ζητούμενο. Τελικά η εξίσωση  f x y  έχει λύση 

αν και μόνο αν 
1

y
4

   , οπότε   
1

f ,0 ,
4

 
     

 
. 

ii) H εξίσωση  f x    με ℝ ορίζεται αν και μόνο αν x 0 . Σύμφωνα με αυτά 

που προέκυψαν στο Γi) ερώτημα έχουμε:  

● Aν 
1

4
    η εξίσωση δεν έχει λύση. 

● Αν 
1

4
    η εξίσωση έχει μοναδική λύση, την 

1
x

4
   

● Αν 
1

0
4

     η εξίσωση έχει, λόγω μονοτονίας της f , ακριβώς δύο λύσεις. Μία 

στο διάστημα 
1

,
4

 
   
 

 και μία στο διάστημα 
1

,0
4

 
 
 

 

● Αν 0   η εξίσωση έχει, λόγω μονοτονίας της f , ακριβώς μία λύση, η οποία 

ανήκει στο διάστημα  , 1   

Δ) Η f ' είναι παραγωγίσιμη ως πράξεις παραγωγίσιμων συναρτήσεων με παράγωγο 

    
 

 

2
1

1 12 xf ' x ' f '' x 1 ' 0
4 x2 x 4x x

  
          

  
 για κάθε x 0  και 

επειδή η f είναι συνεχής στο  ,0  η f είναι κυρτή στο διάστημα αυτό το οποίο 

είναι και το πεδίο ορισμού της. Επομένως η γραφική της παράσταση δεν έχει σημεία 

καμπής. Στη συνέχεια αναζητούμε ασύμπτωτη μόνο στο    διότι η f είναι συνεχής 



στο πεδίο ορισμού της  ,0  και επομένως η γραφική της παράσταση δεν έχει 

κατακόρυφη ασύμπτωτη ούτε ασύμπτωτη στο  . Έχουμε: 

 

  x

2
2x u

2 2x x x x ulim x

f x x x x x x x u u
lim lim lim lim lim

x x x ux 

 

     

            
            

2

2u

u
lim 1

u

 
    

 
 και 

     
x x x
lim f x 1 x lim x x x lim x
  

                 
 οπότε η γραφική 

παράσταση της f δεν έχει ασύμπτωτη στο   .  

Παρακάτω δίνεται ο πίνακας μεταβολών της f με τη βοήθεια του οποίου σχεδιάζουμε 

στη συνέχεια τη γραφική της παράσταση: 

 

 

 



 

Ε) Ως γνωστόν, η ευθεία που διχοτομεί την πρώτη και την τρίτη γωνία των αξόνων 

έχει εξίσωση y x . Bρίσκουμε τη σχετική θέση της γραφικής παράστασης της f με 

την ευθεία αυτή, προς τούτο θα βρούμε το πρόσημο της συνάρτησης 

   g x x f x x x x 2x x         , x 0 . Έχουμε: 

●    
 ά 2 2 2g x 0 2x x 0 x 2x x 2x x 4x

 

              

 
1

x 4x 1 0 x 0 ή x
4

        

●    
 ά 2 2 2g x 0 2x x 0 x 2x x 2x x 4x

 

                

 
1

x 4x 1 0 x 0
4

        διότι το τριώνυμο είναι ετερόσημο του 4 (μόνο) 

μεταξύ των ριζών του  

●  
1

g x 0 x
4

   
 

Με βάση τα συμπεράσματα αυτά και το παραπάνω σχήμα, θα ισχύει 1 2E E    

όπου Ε το ζητούμενο εμβαδόν, 1 το εμβαδόν του χωρίου που ορίζεται από τη 

γραφική παράσταση της f , τον άξονα των x και τις ευθείες x 1   και 
1

x
4

   και 

2E  το εμβαδόν του τριγώνου που ορίζεται από την y x , την 
1

x
4

   και τον άξονα 

των x. Έχουμε:
 

● Eπειδή η f είναι συνεχής και μη θετική στο 
1

1,
4

 
  
 

 (προφανές λόγω μονοτονίας) 

θα είναι:        

1 1 1 1
24 4 4 1 3 4

2 2
1

1 1 1 1

x 2
f x dx x x dx x x dx x

2 3

   

   

  
              

   
  

  3

2

2

3
2 3

2

1

12 1 2 1 2 1 1 2 1 2 1 14
1

2 3 4 2 3 32 3 4 2 3 32 3 64 6

 
                                        

1 2 1 1 1 1 1 3 8 16 11

32 3 8 6 32 12 6 96 96

 
         τ.μ. 

● 2

1 1
14 4E

2 32



  τ.μ. 



Άλλος τρόπος: 

2

00 2

2
11
44

1 1

x 14 16E xdx
2 2 2 32



  
                  

 
 

 τ.μ. 

Επομένως, το ζητούμενο εμβαδόν είναι: 1 2

11 1 11 3 14 7
E E

96 32 96 96 48


        τ.μ. 

ΘΕΜΑ 3ο 

Α) Από το σχήμα και τα δεδομένα της άσκησης προκύπτει ότι η συνάρτηση f θα είναι 

της μορφής   2

x  , 3 x 1
f x

x x  , x 1

     
 

      
  , όπου 0  . 

Έχουμε: 

●  f 3 0 3 0 3        (1) 

●  f 0 0 0    (2) 

●  
(2)

f 1 1 1 1          (3) 

●  
2 (3)

22 21 4 4 4 0 2 0 2
4


              


 (4) αφού η κορυφή 

της παραβολής είναι το σημείο Κ(1,-1) 

● 
(1),(2)

3 2                (5) 

Από τις (3) και (4) προκύπτει ότι 1   και η (5) μας δίνει 
3

2
   και στη συνέχεια η 

(1) μας δίνει 
9

2
   

Επομένως ο τύπος της συνάρτησης f είναι:  
2

3 9
x  , 3 x 1

f x 2 2

x 2x ,            x 1


    

 
   

   ή αλλιώς 

 
2

3 9
x  , 3 x 1

f x 2 2

x 2x ,            x 1


    

 
   

 

Άλλος τρόπος: Μπορούμε να θεωρήσουμε ότι η f έχει τη μορφή 

  2

x  , 3 x 1
f x

x x  , x 1

     
 

      
  , όπου 0   και να εργαστούμε με το ότι είναι 



συνεχής στο 0x 1   με βάση το σχήμα. Επίσης επειδή παρουσιάζει ελάχιστο στο 

1x 1 , το  f 1 1  , μπορούμε παραγωγίζοντας (κάτι το οποίο άλλωστε ζητείται στο 

επόμενο ερώτημα) να προσδιορίσουμε τις αντίστοιχες σταθερές. 

Β) Η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο  3, 1   και ισχύει  
3

f ' x
2

  για κάθε 

 x 3, 1   . Επίσης η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο  1,    και ισχύει 

 f ' x 2x 2   για κάθε  x 1,   . Εξετάζουμε με τον ορισμό αν είναι 

παραγωγίσιμη στο 0x 1  : 

● 
   

 x 1 x 1 x 1 x 1

3 9 3 3
x 3 xf x f 1 3 x 1 32 2 2 2lim lim lim lim

x 1 x 1 x 1 2 x 1 2      

     
     

     
 

● 
   

 

   
 

2

x 1 x 1 x 1 x 1

f x f 1 x 1 x 3x 2x 3
lim lim lim lim x 3 4

x 1 x 1 x 1      

     
     

   
 

οπότε αφού τα παραπάνω πλευρικά όρια είναι διαφορετικά, η f δεν είναι 

παραγωγίσιμη στο 0x 1  . Τελικά έχουμε:  
3

 , 3 x 1
f ' x 2

2x 2 ,   x 1


   

 
   

 

Τα κρίσιμα σημεία της f στο  3,   είναι τα εσωτερικά σημεία του  3,   στα 

οποία η f δεν παραγωγίζεται ή η f ' μηδενίζεται. Είδαμε πριν ότι η f δεν είναι 

παραγωγίσιμη στο 0x 1   και ότι  
3

f ' x 0
2

   για κάθε  x 3, 1   . Με 

 x 1,    έχουμε:  f ' x 0 2x 2 0 x 1      . Επομένως τα ζητούμενα 

κρίσιμα σημεία είναι τα 0x 1   και 1x 1 . 

Γ) Για κάθε  x 1,3   ισχύει   2f x x 2x   και επομένως συμπεραίνουμε ότι: 

● H f είναι συνεχής στο  1,3  ως πολυωνυμική 

● Η f είναι παραγωγίσιμη στο  1,3  ως πολυωνυμική 

●    f 1 3 f 3    

Συνεπώς η συνάρτηση f ικανοποιεί τις προϋποθέσεις του θεωρήματος Rolle στο 

διάστημα  1,3 . 



Δ) H εξίσωση της εφαπτομένης ε της γραφικής παράστασης της συνάρτησης f στο 

σημείο της  0,0  είναι:     y f 0 f ' 0 x 0    

Όμως είναι  f 0 0  και  f ' 0 2   επομένως έχουμε ότι ε: y 2x   

Βρίσκουμε τα κοινά σημεία της γραφικής παράστασης της συνάρτησης f με την 

εφαπτομένη της ε: 

● Mε  x 3, 1    έχουμε:  
3 9 9

f x 2x x 2x 3x 9 4x x
2 2 7

              

(δεκτή)  

● Με  x 1,    έχουμε:   2 2f x 2x x 2x 2x x 0 x 0           (δεκτή) 

Επομένως τα κοινά σημεία είναι το  0,0  (το οποίο είναι το σημείο επαφής) και το

9 18
,

7 7

 
  
 

 και το ζητούμενο έχει αποδειχθεί. 

Ε) Θα εργαστούμε με τη βοήθεια του παρακάτω σχήματος: 

 

Το ζητούμενο εμβαδόν Ε είναι το εμβαδόν του μικτόγραμμου τριγώνου ΟΑΒ , όπου 

 0,0 , 
9 18

,
7 7

 
  
 

 και  1,3  . Έστω 1 το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται 

από τη γραφική παράσταση της f , τους άξονες x΄x και y΄y και την ευθεία x 3  . 

Έστω επίσης 2 το εμβαδόν του τριγώνου ΑΔΟ, όπου  3,0  . Θα ισχύει: 

1 2E     



Yπολογίζουμε καθένα από τα παραπάνω εμβαδά: 

● Eπειδή ισχύουν 
9 3 3 3 9

3 x 1 x 0 x 3
2 2 2 2 2

              και 

  21 x 0 x x 2 x 2x 0         (αφού το τριώνυμο είναι ομόσημο του 1 εκτός 

των ριζών) η συνάρτηση f είναι συνεχής και μη αρνητική στο διάστημα  3,0  

επομένως έχουμε: 

       
0 1 0 1 0

2

1

3 3 1 3 1

3 9
f x dx f x dx f x dx x dx x 2x dx

2 2

 

    

 
        

 
    

01 3
2 2

3 1

3 9 x 3 9 27 27 1
x x x 0 1

4 2 3 4 2 4 2 3



 

      
                
      

15 27 4 4 13
3

4 4 3 3 3
       τ.μ. 

● Έστω 
9

,0
7

 
  
 

 η προβολή του Α στον άξονα των x. Έχουμε: 

  
2

18
3O 54 277

2 2 14 7

 
     τ.μ. 

Επομένως θα πάρουμε: 1 2

13 27 91 81 10

3 7 21 21


        τ.μ. 

Άλλος τρόπος: Έστω  1,2  το σημείο τομής της ευθείας ε με την ευθεία x 1  . 

Συμβολίζουμε με 3 το εμβαδόν του μικτόγραμμου τριγώνου ΟΒΓ και με 4 το 

εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ. Θα ισχύει 3 4E     και υπολογίζουμε το καθένα από 

αυτά: 

● Για κάθε  x 1,0   είναι     2 2f x 2x x 2x 2x x 0        επομένως θα 

έχουμε:     
 

0 30 0 3
2

3

1 1 1

1x 1
f x 2x dx x dx

3 3 3
  

 
         

 
  τ.μ. 

● Επειδή η απόσταση των ευθειών x 1   και x 0  είναι ίση με μία μονάδα και 

 
9

7
   (όπου Ζ η προβολή του Α στον άξονα y΄y) το ύψος του τριγώνου ΑΒΓ ως 

προς τη βάση ΒΓ έχει μήκος: 
9 2

1
7 7
  . Επίσης είναι  B 1  . Άρα έχουμε: 

4

2
1

17

2 7



   τ.μ. και επομένως 3 4

1 1 10
E

3 7 21
      τ.μ. 



 ΘΕΜΑ 4ο 

Α1) Η συνάρτηση g είναι παραγωγίσιμη στο  ,0 ως πηλίκο παραγωγίσιμων 

συναρτήσεων με παράγωγο   2

x 1 1
g' x ' 0

x x

 
    
 

 και άρα είναι γνησίως 

φθίνουσα στο  ,0 . Επειδή επιπλέον είναι και συνεχής σε αυτό το διάστημα, θα 

ισχύει        
xx 0

g ,0 lim g x , lim g x
 

   . Έχουμε: 

●  
 1

x 0 x 0

1
lim g x lim 1

x 

 

 

 
    

 
  

●  
x x

1
lim g x lim 1 1 0 1

x 

 
     

 
  

Άρα είναι     g ,0 ,1    

Ομοίως η συνάρτηση g είναι παραγωγίσιμη στο  0,  ως γινόμενο και άθροισμα 

παραγωγίσιμων συναρτήσεων με παράγωγο     1
g' x 2 x 1 ' 0

x
    . Επίσης η g 

είναι συνεχής στο  0,  αφού      
x 0 x 0
lim g x lim 2 x 1 1 g 0

  
     και άρα είναι 

γνησίως αύξουσα στο  0, . Από αυτά τα δεδομένα προκύπτει ότι 

      
x

g 0, g 0 , lim g x


  


 οπότε και έχουμε: 

●  g 0 1  

●     
 2 1

x x
lim g x lim 2 x 1

  

 
       

Άρα είναι     g 0, 1,      

Eπομένως το σύνολο τιμών της συνάρτησης g θα είναι: g(ℝ)    ,1 1,    ℝ 

Σχόλιο: Eπειδή  
x 0
lim g x


   η g δεν είναι συνεχής συνάρτηση 

Άλλος τρόπος: Θα βρούμε όλα τα yℝ για τα οποία η εξίσωση  g x y  έχει μία 

τουλάχιστον λύση στο ℝ.  

● Με x 0  έχουμε:  
x 1 1 1

g x y y y 1 x
x x y


          (μοναδική) λύση αν 

και μόνο αν y 1  



● Με x 0  έχουμε:  
2

y 1 y 1
g x y 2 x 1 y x x

2 2

  
         

 
 

(μοναδική) λύση αν και μόνο αν y 1  

Από τα προηγούμενα προκύπτει ότι το σύνολο τιμών της g είναι το ℝ. 

Α2) Επειδή     g 0, 1,      θα αναζητήσουμε τους ζητούμενους α,β στο 

διάστημα  ,0 . Παρατηρούμε ότι  
1 1

g 2 1 0
2 2

    


 και 

1 1
g 1 1 2 1 0

12

2

 
        
  

 , οπότε ισχύει  
1

g 2 g 0
2

 
    

 
. Επίσης η g είναι 

συνεχής στο 
1

2,
2

 
  
 

 αφού είναι συνεχής στο  ,0 . Άρα για 2    και 
1

2
    

η g ικανοποιεί τις προϋποθέσεις του θεωρήματος Bolzano στο  
1

, 2,
2

 
     

 
. 

Σχόλιο: Aπό τη μονοτονία της g στο  ,0 καθώς και από το ότι  g 1 0   

συμπεραίνουμε ότι υπάρχουν άπειρα ζεύγη αριθμών α,β με 1 0       οι οποίοι 

ικανοποιούν το ζητούμενο. 

Β1) Ισχύει  f x 0  για κάθε xℝ και η f είναι συνεχής στο ℝ αφού είναι 

παραγωγίσιμη σε αυτό. Άρα η f διατηρεί πρόσημο στο ℝ. Για να βρούμε το σταθερό 

πρόσημο της f , αρκεί να βρούμε το πρόσημο της τιμής  f 0 , προς τούτο έχουμε: 

 

x1
 1 0 κοντά στο x 1

ln 1x
x

x x

1
f 0 lim 1 lim e

x

    
 

 

 

 
   

 

1
x ln 1

x

x
lim e

 
 

 


   (1) 

Θέτουμε 
1

x ln 1 u
x

 
  

 
 και βρίσκουμε το όριο 

x

1
lim x ln 1

x

  
  

  
 

x

1
1 t

x

1x t 1
lim 1 1

x

1
lim ln 1 limln t ln1 0

x


 

  
  

 

 
    

 
 και άρα έχουμε: 

0
20

x x DLH x x x

2

1 1
1 '11 x 11 xln 1 'ln 1 1

x1 x x 1 xxlim x ln 1 lim lim lim lim
1 11 1x

' '
x xx x

    

 
                                

         
   

 



x x

x x
lim lim 1

x 1 x 
  


  Eπομένως από την (1) παίρνουμε:   u 1

u 1
f 0 lime e e 0


     

και συνεπώς θα είναι:  f x 0  για κάθε xℝ. Τώρα, από τη δοθείσα συνθήκη για 

κάθε xℝ ισχύει: 

 

 

 

 
      

ά  ά c
x x x x

f ' x f ' x
e 0 e ln f x ' e ' ln f x e c

f x f x

   

          (2) 

Aπό την (2) για x 0  έχουμε:   0ln f 0 e c lne 1 c 1 1 c c 0           και 

άρα προκύπτει ότι για κάθε xℝ ισχύει:    
xx eln f x e f x e     

Β2) Η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη ως σύνθεση παραγωγίσιμων συναρτήσεων με 

παράγωγο    
x x xe e x e xf ' x e ' e e e 0      για κάθε xℝ. Άρα η f είναι γνησίως 

αύξουσα στο ℝ.  

Επίσης η συνάρτηση f ' είναι παραγωγίσιμη ως σύνθεση παραγωγίσιμων 

συναρτήσεων με           
x x xe x e x x e x xf ' x ' f '' x e ' e e x ' e e 1 0           για 

κάθε xℝ και επομένως η f είναι κυρτή στο ℝ. 

Σύνολο τιμών: Eπειδή η f είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα στο ℝ θα έχουμε   

f(ℝ)     
x x
lim f x , lim f x
 

 . Βρίσκουμε καθένα από τα δύο όρια: 

●  
x

x

x

x

e u
e u 0

x x u 0lim e 0
lim f x lim e lime e 1





  
     

●  
x

x

x

x

e t
e t

x x tlim e
lim f x lim e lim e





  
       

Άρα f(ℝ)  1,   

Β3) Για κάθε x 0  ισχύει:  
1

g x 1 1
x

    και   f x 1  αφού f(ℝ)  1,   και 

άρα    f x g x . Για κάθε x 0  ισχύει: 

   
xx e x 1e x 1 e e x 1 1 f x x 2           με την ισότητα να μην αληθεύει 

διότι x 0 x 1 1 0     . Άρα είναι  f x x 2   και επίσης  

       
2 22

2x 2 x 1 1 x 1 1 x 1 2 x 1 x 1 g x g x                οπότε 

προκύπτει ότι    f x g x . Τελικά για κάθε xℝ έχουμε    f x g x  και 

επομένως η γραφική παράσταση της f είναι πάνω από τη γραφική παράσταση της g 

στο ℝ. 



Άλλος τρόπος: Θεωρούμε τη συνάρτηση      

x

x

e

e

1
e 1  , x 0

xh x f x g x

e 1 2 x  , x 0


  

   
   

 

H h είναι παραγωγίσιμη (άρα και συνεχής) στο  ,0  με  
xe x

2

1
h ' x e 0

x

    και 

άρα είναι γνησίως φθίνουσα στο  ,0 . Eπομένως θα είναι: 

       
x x 0

h ,0 lim h x , lim h x
 

   . Βρίσκουμε τα όρια: 

●  
xe

x x

1
lim h x lim e 1 1 1 0 0

x 

 
       

 
 και  

●  
 

x
e 1

e

x 0 x 0

1
lim h x lim e 1

x 

  

 

 
      

 
  διότι  

x
x

x

x 0

e u
e u

u 1x 0 lim e 1
lim e lim e e







 
    οπότε 

    h ,0 0,    και άρα  h x 0  για κάθε x 0  

Όπως είδαμε προηγουμένως, για κάθε x 0  είναι  f x x 2   και άρα 

   
2

h x x 2 1 2 x x 2 x 1 x 1 0            

B4) Έστω     0x
e

0 0 0M x ,f x M x ,e  με 0x ℝ σημείο της γραφικής παράστασης 

της f . H εφαπτομένη της fC  στο σημείο Μ έχει εξίσωση: 

       
00

0 00

xx
0

x xx
0 0

e xe

0 0 0 0

e x e xe

0

y f x f ' x x x y e e x x

y e x e x e



 

       

     
 

Aρκεί λοιπόν να δείξουμε ότι υπάρχει ακριβώς ένα 0x ℝ  ώστε να ισχύει: 

00 xx
0e xe

0e x e 0


   . Θέτουμε  
x xe e xx e x e     , xℝ. Η φ είναι παραγωγίσιμη ως 

πράξεις παραγωγίσιμων συναρτήσεων με παράγωγο 

        
x xe e x' x e x e ' f x xf ' x '             f ' x f ' x xf '' x xf '' x      xℝ 

Επειδή είναι  f '' x 0  για κάθε xℝ  εύκολα προκύπτει ότι: 

●  ' x 0 x 0     

●  ' x 0 x 0     

●  ' x 0 x 0     



Eπομένως η φ είναι γνησίως αύξουσα στο  ,0  και γνησίως φθίνουσα στο 

 0, . Βρίσκουμε τα επί μέρους σύνολα τιμών: 

● Επειδή η φ είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα στο  ,0  έχουμε 

        
x

,0 lim x , 0 1,e


      


, διότι    
0e0 f 0 e e     και 

     
xe x

x x
lim x lim e 1 x e 1 1 0 1
 

        
 

 αφού 

 
 

 
 x x

xxx x DLH x x x

x

x 'x 1
lim x e lim lim lim lim e 0

1 ee '

e





    
      


 

● Eπειδή η φ είναι συνεχής και γνησίως φθίνουσα στο  0,  έχουμε 

        
x

0, lim x , 0 ,e


        


, διότι 

   
        

x
1

e x

x x
lim x lim e 1 x e

      

 

      
 

 

Επειδή  0 1,e  και  0 ,e   συμπεραίνουμε ότι η εξίσωση  x 0   έχει λύση 

(η οποία είναι μοναδική λόγω της μονοτονίας της φ) μόνο στο διάστημα  0,  και 

επομένως υπάρχει ακριβώς ένα 0x ℝ  ώστε  0x 0  
00 xx

0e xe

0e x e 0


    

Β5) Η προς απόδειξη ανισότητα γράφεται ισοδύναμα: 

e e e e ee e 2e e e e e     

1 1

0 12 2e e e ee e e e     

H συνάρτηση f είναι συνεχής σε καθένα από τα διαστήματα 
1

0,
2

 
 
 

, 
1

,1
2

 
 
 

 και 

παραγωγίσιμη σε καθένα από τα διαστήματα 
1

0,
2

 
 
 

, 
1

,1
2

 
 
 

 άρα σύμφωνα με το 

Θεώρημα Μέσης Τιμής του Διαφορικού Λογισμού υπάρχουν 1

1
0,

2

 
  

 
 και 

2

1
,1

2

 
  

 
 ώστε να ισχύουν: 

●  
  1

02e e e

1

1
f f 0

e e e e2
f '

1 1 1
0

2 2 2

 
       



  και  



●  
  1

1 2e e e e

2

1
f 1 f

e e e e2
f '

1 1 1
1

2 2 2

 
        



  

Όμως η f είναι κυρτή στο ℝ και άρα η συνάρτηση f ' γνησίως αύξουσα και επομένως 

έχουμε:     
e e ef '

1 2 1 2

1 e e e e
0 1 f ' f '

1 12

2 2

 
             

e e ee e e e     e ee e 2e     και το ζητούμενο έχει αποδειχθεί. 

ΘΕΜΑ 5ο 

Α) Βρίσκουμε τη σύνθεση των συναρτήσεων h και f : 

●       f h h f

1
D x D h x D 0, x 0  0 0,

x

  
             

 
 

         
1 1 1 1 1 1

f h x f h x ln x ln1 ln x x ln x x ln x
1x x x x x

x

 
       

                   
      

 

 

Παρατηρούμε ότι  f h fD D 0,    και      f h x f x  για κάθε x 0  

Άρα ισχύει: f h f  

Β1) Εύρεση μονοτονίας:  Έστω  1 2x ,x 0,1  με 1 2x x . Έχουμε: 

● 1 2 1 2 1 2x x ln x ln x ln x ln x 0        (η ισότητα εφόσον 2x 1 ) 

● 1 2

1 2 1 2

1 1 1 1
x x

x x x x
         και άρα θα είναι 

1 2 1 2

1 2 1 2

1 1 1 1
x x x x 0

x x x x

   
           

   
 (η ισότητα εφόσον 2x 1 ) αφού 

2

2
2

2 2

x 11
x 0

x x


    

Με πολλαπλασιασμό κατά μέλη θα έχουμε: 

1 1 2 2

1 2

1 1
ln x x ln x x

x x

      
             

      



   1 1 2 2 1 2

1 2

1 1
x ln x x ln x f x f x

x x

   
          

   
 και άρα η συνάρτηση f είναι 

γνησίως φθίνουσα στο  0,1  

Έστω  1 2x ,x 1,   με 1 2x x . Έχουμε: 

● 1 2 1 2x x 0 ln x ln x     (η ισότητα εφόσον 1x 1 ) 

● 1 2

1 2 1 2

1 1 1 1
x x

x x x x
         και άρα θα είναι  1 2

1 2

1 1
0 x x

x x
     (η 

ισότητα εφόσον 1x 1 ) αφού 
2

1
1

1 1

x 11
x 0

x x


    

Με πολλαπλασιασμό κατά μέλη παίρνουμε: 

   1 1 2 2 1 2

1 2

1 1
x ln x x ln x f x f x

x x

   
         

   
 και άρα η συνάρτηση f είναι 

γνησίως αύξουσα στο  1,  

Άλλος τρόπος: Για κάθε x 0  έχουμε:

 
2 2

2 2 2

1 1 1 x ln x ln x x 1
f ' x x ln x ' 1 ln x 1

x x x x

       
           

    
  

Επειδή 2x 0  αρκεί να βρούμε το πρόσημο της συνάρτησης 

  2 2x x ln x ln x x 1      , x 0 . Για κάθε x 0  έχουμε: 

 
2 21 1 2x ln x 3x 1

' x 2x ln x x 2x 2x ln x 3x
x x x

 
           οπότε θα βρούμε 

το πρόσημο της συνάρτησης   2 2x 2x ln x 3x 1     , x 0 . Για κάθε x 0  

έχουμε:    ' x 4x ln x 2x 6x 4x ln x 2        

●  
4x 0

2

1
' x 0 ln x 2 0 x

e



        

●  
4x 0

2

1
' x 0 ln x 2 0 x

e



        

●   2

1
' x 0 0 x

e
       



Επομένως η συνάρτηση κ έχει ελάχιστο στο 
2

1
x

e
 , το 

 
4

2 4 4 4 4

1 1 1 1 e 1
2 2 3 1 1 0

e e e e e

 
            
 

 οπότε ισχύει  x 0   για κάθε 

x 0 . Από αυτό έπεται ότι ισχύει  ' x 0   για κάθε x 0  και άρα η συνάρτηση σ 

είναι γνησίως αύξουσα στο  0, . Όμως είναι  1 0   και άρα  x 0   για κάθε 

 x 0,1  και  x 0   για κάθε  x 1,  . Τελικά προκύπτει ότι  f ' x 0  για 

κάθε  x 0,1  και  f ' x 0  για κάθε  x 1,   και επειδή η f είναι συνεχής στο 

x 1  θα είναι γνησίως φθίνουσα στο  0,1  και γνησίως αύξουσα στο  1, . 

Eύρεση συνόλου τιμών: Η συνάρτηση f είναι συνεχής και γνησίως φθίνουσα στο 

 0,1  επομένως       
x 0

f 0,1 f 1 , lim f x





. Είναι  f 1 0  και 

 
   

x 0 x 0

1
lim f x lim x ln x

x 

  

 

  
      

  
 οπότε     f 0,1 0,  . Επίσης η 

συνάρτηση f είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα στο  1,  επομένως 

      
x

f 1, f 1 , lim f x


 


 . Είναι  
   0

x x

1
lim f x lim x ln x

x

     

 

  
      

  
 

και άρα     f 1, 0,   . Συνεπώς το σύνολο τιμών της f είναι 

          f 0, f 0,1 f 1, 0,       

Β2) Έστω 1  ℕ. Θα δείξουμε ότι η εξίσωση  f x 1  έχει μία τουλάχιστον λύση 

στο διάστημα  0,1 . Πράγματι, επειδή     f 0,1 0,   και  1 0,   υπάρχει 

 0x 0,1  ώστε  0f x 1 . Όμως είναι  f 1 0  και άρα 0x 1 . Επομένως υπάρχει 

 0x 0,1  ώστε  0f x 1  και το ζητούμενο έχει αποδειχθεί. 

Σχόλιο: To 0x  είναι μοναδικό λόγω της μονοτονίας της f στο διάστημα  0,1 . 

Γ1) Η συνάρτηση f είναι συνεχής στο  fD 0,   και άρα θα αναζητήσουμε 

ασύμπτωτες στο   και στο x 0 . 

● 
     2

1

2x x x

1
x ln x

x 1f x x
lim lim lim ln x

x x x

 

  

 
         

  

 διότι 

2 2

2 2x x

x 1 x
lim lim 1

x x 


    και άρα η fC  δεν έχει ασύμπτωτη στο   



●  
   

x 0 x 0

1
lim f x lim x ln x

x 

  

 

  
     

  
 και άρα η κατακόρυφη ευθεία x 0 , 

δηλαδή ο άξονας y΄y είναι (η μοναδική) ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης της 

συνάρτησης f . 

Γ2) Η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο  0,  ως διαφορά και γινόμενο 

παραγωγίσιμων συναρτήσεων με παράγωγο 

    2 2 2

1 1 1 1 1 ln x 1
f ' x x 'ln x x ln x ' 1 ln x x ln x 1

x x x x x x x

       
                    
       

 

Ομοίως η συνάρτηση f ' είναι παραγωγίσιμη στο  0,  με παράγωγο 

    
2 2

2 2 4 3 3 3 3

ln x 1 1 x 2x ln x 2 x 2 1 2ln x x 2ln x 3
f ' x ' f '' x ln x 1 '

x x x x x x x x

      
           

 
 

Επειδή 3x 0  για κάθε x 0 , αρκεί να βρούμε το πρόσημο του αριθμητή: 

Για κάθε x 0  έχουμε: 2 2 2x 2ln x 3 x ln x 3 3 0        διότι για κάθε x 0  

ισχύει x 1 ln x x ln x 1 ln x       και προφανώς 2x 0 . Επομένως προκύπτει 

ότι  f '' x 0  για κάθε x 0  και άρα η συνάρτηση f είναι κυρτή στο  0, . 

Άλλος τρόπος για την εύρεση του προσήμου: Θεωρούμε τη συνάρτηση 

  2x x 2ln x 3     , x 0 . Η φ είναι παραγωγίσιμη ως πράξεις παραγωγίσιμων 

συναρτήσεων με  
2

' x 2x
x

     για κάθε x 0 . Επίσης η συνάρτηση ' είναι 

παραγωγίσιμη με παράγωγο      2

2
' x ' '' x 2 0

x
       για κάθε x 0 . Άρα η '

είναι γνησίως αύξουσα στο  0,  και επειδή  ' 1 2 2 0     θα είναι  ' x 0   

για κάθε  x 0,1  και  ' x 0   για κάθε  x 1,  . Συνεπώς η συνάρτηση φ θα 

παρουσιάζει ολικό ελάχιστο στο x 1 , το  1 1 2 0 3 4 0       . Τελικά είναι 

 x 0   για κάθε x 0  και άρα το ζητούμενο έπεται άμεσα. 

Δ) Θέτοντας  
2021x 2020xe e

x
2


    και   2x 1 x    η εξίσωση γράφεται 

ισοδύναμα      f x f ' x    (1) Βρίσκουμε το πεδίο ορισμού της: 

●     f αD x x 0,     ℝ  διότι 2021x 2020xe e 0   για κάθε xℝ 

●         fD x 1,1 x 0, 1,1          διότι    2D x 1 x 0 1,1        

και    x 0 x 1,1      



Επομένως η εξίσωση (1) ορίζεται αν και μόνο αν  x 1,1  . 

Τώρα, για κάθε  x 1,1   ισχύει: 2 2 20 x 1 0 1 x 1 0 1 x 1         

 0 x 1    . Όμως η f είναι κυρτή στο  0,  και άρα η f ' γνησίως αύξουσα 

οπότε θα έχουμε:       0 x 1 f ' x f ' 1 ... 0        και η ισότητα ισχύει μόνο 

όταν   2x 1 1 x 1 x 0       . Από την άλλη, έχουμε ότι για κάθε x 0  είναι 

 f x 0  με την ισότητα να ισχύει μόνο όταν x 1 . Επειδή όμως 2021x 2020xe e 0   

για κάθε  x 1,1   θα ισχύει:   f x 0   με την ισότητα μόνο όταν  x 1  . 

Εύκολα προκύπτει ότι  
2021 0 2020 0e e 1 1

0 1
2 2

  
     και από αυτά συμπεραίνουμε 

ότι η μοναδική λύση της εξίσωσης (1) είναι ο αριθμός x 0 . 

Σχόλιο: Δεν χρειάζεται να αποδείξουμε την ισοδυναμία  x 1 x 0     αφού 

ισχύει η ισοδυναμία  x 1 x 0    . 

Ε) Ισχύει η συνεπαγωγή:    g x g' x 0  για κάθε xℝ  g x 0   για κάθε xℝ 

και  g' x 0  για κάθε xℝ. Επιπλέον από υπόθεση γνωρίζουμε ότι οι συναρτήσεις 

g'  και g  είναι συνεχείς στο ℝ (η g επειδή είναι παραγωγίσιμη) και άρα θα διατηρούν  

πρόσημο στο ℝ. Έχουμε: 

●    g' 0 1 0 g' x 0     για κάθε xℝ 

●    g 0 1 0 g x 0     για κάθε xℝ 

Αλλά αφού η g'  είναι θετική στο ℝ η συνάρτηση g θα είναι γνησίως αύξουσα. 

Επομένως θα έχουμε: 

2x 1 0   για κάθε xℝ  2 2x 1 x 1     για κάθε xℝ

    
g

2 2g x 1 g x 1           
f '

2 2f ' g x 1 f ' g x 1      για κάθε xℝ  

διότι    2 2 2 2x 1 x 1 x 1 x 1          για κάθε xℝ αφού 2x 1 0    και 

το ζητούμενο έχει αποδειχθεί. 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


